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あらまし

木への近似



木への近似

PX (j)|X (0)(·|x (0)) = PX (j)(·)

Dendroid分布

PX (1)···X (N)(x(1), · · · , x(N)), x(1) ∈ X (1)(Ω), · · · , x(N) ∈ X (N)(Ω)

P̂X (1)···X (N)(x(1), · · · , x(N)) :=
∏
j∈N

P
X

(aj )|X (aλ[j])
(x (aj )|x (aλ[j])) (43)

1 ≤ λ[j ] ≤ j − 1, j ̸= 1, λ[1] = 0,

U := {X (i) | i = 1, · · ·N}: 頂点集合

補題 3.3

無向グラフ G = (U,E)が木であることと，
E = {{X (aj ), X (aλ[j])} | j = 1, · · · , N}, 1 ≤ λ[j ] ≤ j − 1, j ̸= 1,
λ[1]=0なる (1, · · ·, N)の順列 (a1, · · ·, aN)が存在することは同値



Chow-Liuアルゴリズム

D(PX (1)···X (N) ||P̂X (1)···X (N))

:=
∑

x(1)∈X (1)(Ω),··· ,x(N)∈X (N)(Ω)

PX (1)···X (N)(x (1), · · · , x (N))

· log
PX (1)···X (N)(x (1), · · · , x (N))∏
j∈N P

X
(aj )|X (aλ[j])

(x (aj )|x (aλ[j]))
(44)

I (i , j) :=
∑

x(i)∈X (i)(Ω),x(j)∈X (j)(Ω)

PX (i)X (j)(x (i), x (j)) log
PX (i)X (j)(x (i), x (j))

PX (i)(x (i))PX (j)(x (j))

命題 (Chow-Liu)

D(PX (1)···X (N) ||P̂X (1)···X (N)) 最小の (a1, · · · , aN), λ[k], 2 ≤ k ≤ N
は，アルゴリズム 2.1にU := {X (i) | i = 1, · · ·N},
w({X (i), X (j)}) := I (i , j) を入力することで得られる。



Chow-Liuアルゴリズム

証明: D(PX (1)···X (N) ||P̂X (1)···X (N)) =
N∑

j=1

−I (aj , aλ[j])+(定数)



例から出発して木を生成する
n個の例
xn = (x1, · · · , xn), xi ∈ X (Ω) =

∏N
j=1 X (j)(Ω), i = 1, · · · , n

In(i , j):=
∑

x∈X (i),y∈X (j)

ci ,j [x , y ] log
ci ,j [x , y ]

ci [x ]cj [y ]
≥ 0

ci [x ]: x1, · · · , xnにおける X (i) = x ∈ X (i)(Ω)の頻度
ci ,j [x , y ]: x1, · · · , xnにおける
X (i) = x ∈ X (i)(Ω), X (j) = y ∈ X (j)(Ω)の同時頻度

∑
x(1),··· ,x(N)

c1,··· ,N(x (1), · · · , x (N)) · log
N∏

j=1

caλ[j]
(x (aλ[j])

caj ,aλ[j]
(x (aj ), x (aλ[j]))

(H[π](xn)とおく)の最小化をはかる
c1,··· ,N(x (1), · · · , x (N)): X (1) = x (1) ∈ X (1)(Ω), · · · ,
X (N) = x (N) ∈ X (N)(Ω)が同時に成立する頻度



例から出発して木を生成する

アルゴリズム 3.1: Chow-Liuアルゴリズム

入力: n個の例 xn

出力: H[π](xn)を最小とする木 T

　 1． E ← {}
　 2． E ̸= {}である限り，以下を繰り返す。

　 (1) In(i , j)が最大の {X (i),X (j)} ∈ E について，
　　 E ← E − {{X (i), X (j)}}

　 (2) (U,E ∪ {{X (i), X (j)}})が巡回経路をもたないとき，
　　 E ← E ∪ {{X (i), X (j)}}

　 3． T ← (U,E)

H[π](xn)(3.45)の値は，例 xnの木への適合性とみなせる



実行例 (1)

i j In(i , j)
1 2 12
1 3 10
2 3 8
1 4 6
2 4 4
3 4 2
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例から出発して森を生成する

H[π](xn)の最小化ではなく，パラメータ数 K [π]を加えた

L[π](xn) := H[π](xn) +
K [π]

2
log n

の最小化

Jn(i , j) := In(i , j) −
(α(i) − 1)(α(j) − 1)

2
log n

補題

無向グラフ G = (U,E)が森であることと，
E = {{X (aj ), X (aλ[j])} | j = 1, · · · , N},
0 ≤ λ[j ] ≤ j − 1, j = 1, · · · , N, λ[1] = 0なる (1, · · · , N)の順列
(a1, · · · , aN)が存在することは同値。

木では 1 ≤ λ[j ] ≤ j − 1，森では 0 ≤ λ[j ] ≤ j − 1



例から出発して森を生成する (続)

アルゴリズム 3.2: Suzuki, 1993

　
入力: n個の例 xn

出力: L(xn)[π]を最小とする森 F

　 1． E ← {}
　 2． E ̸= {}である限り，以下を繰り返す。

　 (1) Jn(i , j)が最大の {X (i), X (j)} ∈ E について，
　　 E ← E − {{X (i), X (j)}}

　 (2) (U,E ∪ {{X (i), X (j)}})が巡回経路をもたず，かつ
Jn(i , j) ≥ 0のとき，E ← E ∪ {{X (i),X (j)}}

　 3． F ← (U,E)



実行例 (2)

i j In(i , j) α(i) α(j) Jn(i , j)
1 2 12 5 2 8
1 3 10 5 3 2
2 3 8 2 3 6
1 4 6 5 4 −6
2 4 4 2 4 1
3 4 2 3 4 −4
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例から出発して森を生成する (続)

定理 3.10, Suzuki,1993

アルゴリズム 10は，n個の例 xnから L[π](xn)を最小とする森 T
を正しく出力する。

証明：

K [π] =
N∑

j=1

(α(aj ) − 1)α(aλ[j])

L[π](xn)の最小化は，以下のの最小化と同値

N∑
j=1

−In(aj , aλ[j]) +
1

2

N∑
j=1

(α(aj ) − 1)(α(aλ[j]) − 1) log n

= −
N∑

j=1

Jn(aj , aλ[j])
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