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情報量基準

Y := Y (Ω)

経験的エントロピー: 例の状態分割 Sへの適合度

H(S)(zn) :=
∑
s∈S

Hs(z
n)

パラメータ数: 状態分割 Sの簡潔性

K (S) := |(Y − 1)||S|

情報量基準

IC (S)(zn) := H(S)(zn) +
K (S)

2
dn (30)



情報量基準 (続)

{dn}∞n=1: 非負実数列

lim sup
n→∞

dn

n
= 0 (31)

(31)を満足する実数列 {dn} = {d (1)
n }, {d (2)

n }

1. lim inf
n→∞

(d
(1)
n /d

(2)
n ) > 1 =⇒ {d (1)

n } ≻ {d (2)
n }

2. lim sup
n→∞

(d
(1)
n /d

(2)
n ) < 1 =⇒ {d (1)

n } ≺ {d (2)
n }

3. lim
n→∞

(d
(1)
n /d

(2)
n ) = 1 =⇒ {d (1)

n } = {d (2)
n }

I dn = log n =⇒ L(S)(zn) (MDL基準)

I dn = 2 =⇒ AIC(Akaike’s information criterion)



定理 3.6

An ∼ Bn
def⇐⇒ lim

n→∞
An/Bn = 1

Γx(α) :=

∫ x

0
tα−1e−tdt

定理 (Suzuki, 2006)

各 S ∈ Over(S∗)で

µ{zn | IC (S)(zn) < IC (S∗)(zn)} ∼ 1−
ΓK(S)−K(S∗)

2
dn

(
K (S) − K (S∗)

2

)
Γ

(
K (S) − K (S∗)

2

)
(32)



証明の概略

µ{zn | IC (S(zn) < IC (S∗)(zn)}
= µ

{
zn | 2{H(S∗)(zn) −H(S)(zn)} > [K (S) − K (S∗)]dn

}
,

fl : χ2
l の確率密度関数∫ ∞

x
fl(t) dt = 1 −

Γx/2(l/2)

Γ(l/2)

各 S ∈ Over(S∗)で以下を示せば十分:

2{H(S∗)(zn) −H(S)(zn)} ∼ χ2
K(S)−K(S∗)



証明の概略 (続)

S ∈ Over(S∗)
t ∈ S∗

S(t) := {t ∩ s | s ∈ S}
α := |S(t)|
β := |Y|
V = (vy ,s)

vy ,s :=
cy ,s − nsθy ,s√

nsθy ,s

, y ∈ Y, s ∈ S(t)

θy := θy ,s (s ∈ S(t)によらず一定)



証明の概略 (続)

R :=

(√
nsns′

nt

)
s,s′∈S(t)

固有値: 1個は 1，他 α − 1個は 0
R のトレースは 1，大きさ 2以上の小行列はすべて 0

|λIα − R| = λα − trace(R)λα−1 + · · · + (−1)α|R| = λα−1(λ − 1)

固有ベクトル

U0 固有値 1に対応

U1 := (u1,s)s∈S(t), · · · , Uα−1 := (uα−1,s)s∈S(t) 固有値 0に対応

Ũ := (U0, U1, · · · , Uα−1) 正規直交 (α × α)
U := (U1, · · · , Uα−1): (α × (α − 1))



証明の概略 (続)

T := (
√

θyθy ′)y ,y ′∈Y

固有値: 1個は 1，他 β − 1個は 0
固有ベクトル

W0 := (
√

θy )y∈Y 固有値 1に対応

W1 := (wy ,1)y∈Y , · · · , Wβ−1 := (wy ,β−1)y∈Y 固有値 0に対応

W̃ := (W0, W1, · · · , Wα−1) 正規直交 (α × α)
W := (W1, · · · , Wβ−1): (β × (β − 1))

Q := tUVW , (α − 1) × (β − 1)行列

qi ,j :=
∑

s∈S(t)

∑
y∈Y

ui ,svy ,swy ,j



証明の概略 (続)

K (S) − K (S∗) =
∑
t∈S∗

|S(t)|(|Y| − 1) −
∑
t∈S∗

(|Y| − 1)

=
∑
t∈S∗

(|S(t)| − 1)(|Y| − 1)

At :=
∑

s∈S(t)

∑
y∈Y

cy ,s log
cy ,s

ns
−

∑
y∈Y

cy ,t log
cy ,t

nt

H(S∗)(zn) −H(S)(zn) =
∑
t∈S∗

At

Bt :=
∑

s∈S(t)

∑
y∈Y

(cy ,s − nsθy )2

nsθy
−

∑
y∈Y

(cy ,t − ntθy )2

ntθy

=
∑

s∈S(t)

∑
y∈Y

v2
y ,s −

∑
y∈Y

v2
y ,t =

α−1∑
i=1

β−1∑
j=1

q2
i ,j .



証明の概略 (続)

I 2At − Bt → 0 (n → ∞)

I Bt ∼ χ(α−1)(β−1)

を証明すればよい (テキスト 119-121ページ)

qi ,j ∼ N (0, 1)

を示せれば、自由度 (α − 1)(β − 1)の χ2分布になる (命題 1.5)



定理 3.7

定理 3.7

各 S ∈ Under(S∗)で、n → ∞で，確率 1で

IC (S)(zn) − IC (S∗)(zn)

n
→ D(S∗||S)

証明: 確率 1で，s ∈ Over(S∗) ∪ {S∗}で
cy ,s

ns
→ θy ,s .

各 S ∈ Under(S∗)で

cy ,s

ns
=

∑
t∈S∗

cy ,s∩t

ns
=

∑
t∈S∗

ns∩t/n

ns/n

cy ,s∩t

ns∩t

→
∑
t∈S∗

p(s ∩ t)

p(s)
θ∗y ,t = θy ,s



定理 3.7 (続)

H(S)(zn) −H(S∗)(zn)

n

=
∑
t∈S∗

∑
y∈Y

cy ,t

nt
log

cy ,t

nt
−

∑
s∈S

∑
y∈Y

cy ,s

ns
log

cy ,s

ns

=
∑
t∈S∗

∑
s∈S

∑
y∈Y

cy ,t∩s

n
log

cy ,t

ntθy ,t
−

∑
t∈S∗

∑
s∈S

∑
y∈Y

cy ,t∩s

n
log

cy ,s

nsθy ,s

+
∑
t∈S∗

∑
s∈S

∑
y∈Y

nt∩s

n
· cy ,t∩s

nt∩s
log

θy ,t

θy ,s

→
∑
t∈S∗

∑
s∈S

∑
y∈Y

p[s ∩ t]θy ,t log
θy ,t

θy ,s

= D(S∗||S)
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