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有向グラフ

U: 有限集合
E⃗ ⊆ E⃗ := {(X , Y ) |X , Y ∈ U, X ̸= Y }

.

有向グラフ G⃗ := (U, E⃗)

.

.

.

. ..

.

.

頂点集合 U ∋ 頂点
(有向)辺集合 E⃗ ∋ (有向)辺
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無向経路と有向経路

.

U0, U1(∈ U)が隣接

.

.

.

. ..

.

.

(U0, U1) ∈ G⃗ または (U1, U0) ∈ G⃗

µ´¶³
U0 µ´¶³

U1
-

.

{Ui}k
i=0が頂点 U0, Uk を結ぶ長さ k = 0, 1, 2, · · · の経路

.

.

.

. ..

.

.

無向経路 (Ui−1,Ui ) ∈ E⃗または (Ui , Ui−1) ∈ E⃗,

有向経路 (Ui−1,Ui ) ∈ E⃗

i = 1, · · · , k

.

経路 {Ui}k
i=0が巡回経路

.

.

.

. ..

.

.

無向巡回経路 無向経路について (k = 3, 4, · · · )
有向巡回経路 有向経路について (k = 2, 3, · · · )

U0 = Uk , Uj ̸= Ui , j = 0, · · · , i − 1; i = 1, · · · , k − 1
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子孫、先祖、子、親

.

Y が X の子孫、X が Y の先祖

.

.

.

. ..

.

.

X ∈ Uから Y ∈ U, Y ̸= X への長さ 1以上の有向経路が存在

D(X ): X の子孫の集合

A(Y ): Y の先祖の集合

.

Y は X の子、X が Y の親

.

.

.

. ..

.

.

(X , Y ) ∈ E⃗

C (X ): X の子の集合

P(Y ): Y の親の集合
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有向非巡回グラフ DAG

.

G⃗ = (V, E⃗)が、有向非巡回グラフ (Directed Acyclic Graph)

.

.

.

. ..

.

.

有向グラフが有向巡回経路を含まない

.

一般の有向グラフではなく，有向非巡回グラフを仮定

.

.

.

. ..

.

.

G⃗ = (U, E⃗)ではなく，D = (U, E⃗)とかく
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DAGにおける d分離性

.

Zは、{Ui}k
i=0を d-分離

.

.

.

. ..

.

.

無向経路 {Ui}k
i=0, X = U0, Y = Uk , U1, · · · , Uk−1が k ≥ 2で、

以下のいずれかを含む
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DAGにおける d分離性 (続)

.

Zは X , Y を d-分離

.

.

.

. ..

.

.

Zが、X , Y ∈ Uを結ぶ任意の無向経路を d-分離

X , Y を結ぶ無向経路が存在しない: Zは X , Y を d-分離

X = Y または (X , Y ) ∈ E⃗または (Y , X ) ∈ E⃗: Zは X , Y を d-分離しない

X,Y,Z ⊆ U

.

ZはX,Yを d-分離 ⟨X|Z|Y⟩D

.

.

.

. ..

.

.

各 X ∈ X, Y ∈ Yについて，X , Y ∈ Uを Zが d-分離
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DAGにおける d分離性 (続)

例:

.

.
.

1 ⟨{Y }|{X}|{Z}⟩D は真
Y ← X → Z , X ∈ {X},
Y → W ← Z , W ̸∈ {X}, D(W ) ∩ {X} = {U} ∩ {X} = {}

.

.
.

2 ⟨{Y }|{X , U}|{Z}⟩D は偽
Y → W ← Z , W ̸∈ {X , U}, U ∈ D(W ) ∩ {X , U}

µ´¶³
Y

µ´¶³
X

µ´¶³
Z

µ´¶³
W

µ´¶³
U

¡
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命題 2.7、命題 2.8

.

命題 2.7

.

.

.

. ..

.

.

X ∩ Y ̸= {}のとき，⟨X|Z|Y⟩D は偽である。

証明: Zは、X = Y ∈ X ∩ Yを d-分離しない。

.

命題 2.8

.

.

.

. ..

. .

⟨X|Z|Y⟩D ⇐⇒ ⟨X|Z − X − Y|Y⟩D (38)

証明: X = Z ∈ X ∩ Zは、どんな X ∈ X, Y ∈ Yも d-分離しない。
同じことが Y = Z ∈ Y ∩ Zについても成立。
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命題 2.9

.

命題 2.9

.

.

.

. ..

.

.

⟨X|Z|Y⟩D ⇐⇒ ⟨Y|Z|X⟩D (39)

⟨X|Z|Y ∪ W⟩D ⇐⇒ ⟨X|Z|Y⟩D ∧ ⟨X|Z|W⟩D (40)

⟨X|Z ∪ W|Y⟩D ∧ ⟨X|Z ∪ Y|W⟩D =⇒ ⟨X|Z|Y ∪ W⟩D (41)

⟨X|Z|Y ∪ W⟩D =⇒ ⟨X|Z ∪ W|Y⟩D (42)

⟨X|Z ∪ Y|W⟩D ∧ ⟨X|Z|Y⟩D =⇒ ⟨X|Z|Y ∪ W⟩D (43)

⟨X|Z|Y⟩D ∧ ⟨X|Z ∪ {W }|Y⟩D
=⇒ ⟨X|Z|{W }⟩D ∨ ⟨{W }|Z|Y⟩D (44)

⟨{X}|{Z , W }|{Y }⟩D ∧ ⟨{Z}|{X , Y }|{W }⟩D
=⇒ ⟨{X}|{Z}|{Y }⟩D ∨ ⟨{X}|{W }|{Y }⟩D , X , Y , Z , W ∈ U (45)

証明: テキスト (81-83ページ)
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d-分離性と分離性

⟨X|Z|Y⟩G ⇒ ⟨X|Z ∪ W|Y⟩G
⟨X|Z|Y⟩D ; ⟨X|Z ∪ W|Y⟩D

例: U = {X , Y , Z}, E⃗ = {(X , Z ), (Y , Z )}, X = {X}, Y = {Y },
Z = {}, W = {Z}
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