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期待値・分散

期待値・分散

(Ω,F , µ)
X : Ω → R: 確率変数 ∫

x∈X (Ω)
|x |µX (dx) < ∞

.

期待値

.

.

.

. ..

.

.

E [X ] :=

∫
x∈X (Ω)

xµX (dx) =

∫
ω∈Ω

X (ω)µ(dω)

.

分散

.

.

.

. ..

.

.

V [X ] := E [(X − E [X ])2] < ∞

V [X ] = E [X 2 − 2XE [X ] + E [X ]2] = E [X 2] − E [X ]2
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期待値・分散

期待値・分散 (続)

(例) fX (x) :=
1

π

1

1 + x2∫ ∞

−∞
|x |fX (x) dx = lim

t→∞

2

π

∫ t

0

x

1 + x2
dx = lim

t→∞

1

π
log(1 + t2) = ∞

　
(例) X ∼ N(µ, σ2)

∫ ∞

−∞
|x |f (x) dx =

1√
2πσ

∫ ∞

−∞
|x | exp

[
−(x − µ)2

2σ2

]
dx

≤ |µ|
∫ ∞

−∞

1√
2πσ

exp−
(x−µ)2

2σ2 dx +

∫ ∞

−∞

1√
2πσ

|x − µ| exp−
(x−µ)2

2σ2 dx

= |µ| +
√

2

π
σ < ∞
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期待値・分散

期待値・分散 (続)

E [X ] =
1√
2πσ

∫ ∞

−∞
x exp

[
−(x − µ)2

2σ2

]
dx

=
1√
2πσ

∫ ∞

−∞
σy exp

(
−y2

2

)
σdy + µ

1√
2πσ

∫ ∞

−∞
exp

(
−y2

2

)
dy = µ

V [X ] =
1√
2πσ

∫ ∞

−∞
(x − µ)2 exp

[
−(x − µ)2

2σ2

]
dx

=
1√
2πσ

∫ ∞

−∞
σ2y2 exp

(
−y2

2

)
σdy = σ2

(例) A ∈ F の指示関数 IAは確率変数になる (命題 1.4)。

E [IA] = 1 · µ(A) + 0 · µ(A) = µ(A)

V [IA] = E [I 2
A]−E [IA]2 = E [IA]−E [IA]2 = µ(A)−µ(A)2 = µ(A)(1−µ(A))
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期待値・分散

期待値・分散 (続)

X , Y : Ω → R, a, b ∈ R

E [aX + bY ] =

∫
(ax + by)µXY (dx , dy)

= a

∫
xµX (dx) + b

∫
yµY (dy) = aE [X ] + bE [Y ]

X , Y : 独立のとき、

E [XY ] =

∫
xyµXY (dx , dy) =

∫
xyµX (dx)µY (dy)

=

∫
xµX (dx)

∫
yµY (dy) = E [X ]E [Y ].

E [(X − E [X ])(Y − E [Y ])] = E [X − E [X ]]E [Y − E [Y ]] = 0.

V (aX + bY ) = E [{a(X − E [X ]) + b(Y − E [Y ])}2]

= E [a2(X − E [X ])2 + b2(Y − E [Y ])2 + 2ab(X − E [X ])(Y − E [Y ])]

= a2V [X ] + b2V [Y ]
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期待値・分散

期待値・分散 (続)

(例) X1, · · · , Xn: E [Xi ] = µ, V [Xi ] = σ2なる独立な n個の確率変数

E

[
1

n

n∑
i=1

Xi

]
=

1

n

n∑
i=1

E [Xi ] = µ

V

[
1

n

n∑
i=1

Xi

]
=

1

n2

n∑
i=1

V [Xi ] =
σ2

n

.

k 次モーメント

.

.

.

. ..

.

.

E [|X |k ] < ∞

E [|X |n] < ∞ =⇒ E [|X |k ] < ∞，k = 1, · · · , n − 1 (|x |k ≤ 1 + |x |n)
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Kullback-Leibler 情報量

F 上可測な関数の性質

.

F 上可測な関数の性質

.

.

.

. ..

.

.

g : Ω → Rが F 上可測, f : g(Ω) → Rが連続
=⇒ f ◦ g : Ω → Rが F 上可測

証明: 任意の閉区間は、可算個の閉区間の像である。実際、

min f (x) = A, max f (x) = B

=⇒ ∃a1 ≤ b1 < a2 ≤ b2 < · · · ∈ R s.t.

A = min
x∈[ai ,bi ]

f (x),B = max
x∈[ai ,bi ]

f (x), i = 1, 2, · · ·

{ω ∈ Ω|f (g(ω)) ∈ [A, B]} = {ω ∈ Ω|g(ω) ∈ ∪∞
i=1[ai , bi ]} ∈ F

D ∈ B =⇒ {ω ∈ Ω|f (g(ω)) ∈ D} ∈ F
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Kullback-Leibler 情報量

Kullback-Leibler情報量

(Ω,F , µ)
ν: ν(Ω) ≤ 1を満足する測度, µ ≪ ν

.

µの νに関する Kullback-Leibler情報量

.

.

.

. ..

.

.

D(µ||ν) :=

∫
ω∈Ω

log

(
dµ

dν

∣∣∣∣
ω

)
µ(dω)

dµ

dν
: F 上可測より、log(

dµ

dν
): F 上可測。z − 1 ≥ log z , z ∈ Rより，

D(µ||ν) ≥
∫

ω∈Ω

(
1 − 1

/
dµ

dν

∣∣∣∣
ω

)
µ(dω) = 1 −

∫
ω∈Ω

ν(dω) ≥ 0

確率変数 X についても同様に

D(µX ||νX ) =

∫
x∈X (Ω)

log

(
dµX

dνX

∣∣∣∣
x

)
µX (dx) ≥ 0
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Kullback-Leibler 情報量

Kullback-Leibler情報量 (続)

(例) 確率空間 (Ω,F , µ)における離散確率変数 X について，
µX ({x}) := µ({ω ∈ Ω | X (ω) = x}): X の確率測度，
νX ({x}) := ν({ω ∈ Ω | X (ω) = x}):

∑
x∈X (Ω) νX ({x}) ≤ 1をなる測度

support(µX ) := {x ∈ R | µX ({x}) > 0}

support(νX ) := {x ∈ R | νX ({x}) > 0}

µX ≪ νX =⇒ support(µX ) ⊆ support(νX )

x ∈ support(µX )に対して、
dµX

dνX

∣∣∣∣
x

=
µX ({x})
νX ({x})

D(µX ||νX ) =
∑

x∈support(µX )

µX ({x}) log
µX ({x})
νX ({x})

≥ 0
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Kullback-Leibler 情報量

Kullback-Leibler情報量 (続)

λX : Lebesgue測度
µX ≪ νX ≪ λX

fX :=
dµX

dλX
, gX :=

dνX

dλX

とおけば，系 1.1より，νX -測度 0の点を除いて，

dµX

dνX
=

dµX

dλX

/
dνX

dλX
=

fX
gX

D(µX ||νX ) =

∫
x∈X (Ω)

fX (x) log
fX (x)

gX (x)
λX (dx) ≥ 0
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相互情報量

相互情報量

(Ω,F , µ)
X , Y : 確率変数

νXY (D, D ′) = µX (D)µY (D ′)なる νXY : B2 → [0, 1]は測度

νXY (X (Ω), Y (Ω)) ≤ 1

µXY ≪ νXY

.

X , Y の相互情報量

.

.

.

. ..

.

.

I (X , Y ) := D(µXY ||νXY )

I (X ,Y ) ≥ 0

I (X , Y ) = I (Y , X )
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相互情報量

相互情報量 (続)

X (Ω),Y (Ω)が可算集合のとき

PXY (x , y) := µXY ({x}, {y})

PX (x) := µX ({x}), PY (y) := µY ({y})

PX |Y (x |y) :=
PXY (x , y)

PY (y)

.

X , Y の相互情報量 I (X , Y )

.

.

.

. ..

.

.

I (X , Y ) :=
∑

x∈X (Ω)

∑
y∈Y (Ω)

PXY (x , y) log
PXY (x , y)

PX (x)PY (y)
= I (Y , X )
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相互情報量

エントロピー

.

X のエントロピー H(X )

.

.

.

. ..

.

.

H(X ) := I (X , X ) =
∑

x∈X (Ω)

−PX (x) log PX (x) ≥ 0

.

X , Y の同時エントロピー

.

.

.

. ..

.

.

H(XY ) :=
∑

x∈X (Ω)

∑
y∈Y (Ω)

−PX ,Y (x , y) log PX ,Y (x , y) ≥ 0

.

Y のもとでの X の条件付エントロピー H(X |Y )

.

.

.

. ..

.

.

H(X |Y ) :=
∑

x∈X (Ω)

∑
y∈Y (Ω)

−PXY (x , y) log PX |Y (x |y) ≥ 0

H(XY ) = H(X ) + H(Y |X ), I (X , Y ) = H(X ) − H(X |Y )
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