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確率

確率空間 (Ω,F , µ)

Ω: 全体集合 (標本空間)
F : Ωの σ集合体 (F の要素を事象という)
µ : F → [0, 1]: µ(Ω) = 1なる測度 (確率)
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確率

確率論の公理

.

. .
1 µ(Ω) = 1

A ∈ F に対して

.

.
.

2 µ(A) ≥ 0

互いに排他的な事象の列 {An}∞n=1に対して、

.

.

.

3 µ(∪∞
n=1An) =

∑∞
n=1 µ(An)

(確率論の公理)。µは、測度であるから、A, B ∈ F に対して、

.

.

.

4 µ({}) = 0

.

.

.

5 A ⊂ B =⇒ µ(A) ≤ µ(B)

1.,3.から、A ∈ F に対して、

.

.

.

6 µ(Ā) = 1 − µ(A)

.

.

.

7 µ(A) ≤ 1
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確率

確率測度の連続性

.

命題 1.2

.

.

.

. ..

.

.

A ∈ F および A1, A2 · · · ,∈ F に対して、

.

.
.

1 µ(lim inf
n→∞

An) ≤ lim inf
n→∞

µ(An) ≤ lim sup
n→∞

µ(An) ≤ µ(lim sup
n→∞

An)

.

.

.

2 An → A =⇒ µ(An) → µ(A)

証明:

.

.

.

1 Bn := ∩∞
k=nAk ↑ lim infn→∞ An , Cn := ∪∞

k=nAk ↓ lim supn→∞ An

命題 1.1 (An ↑ A =⇒ µ(An) ↑ µ(A), An ↓ A =⇒ µ(An) ↓ µ(A))より、

µ(An) ≥ µ(Bn) → µ(lim inf
n→∞

An)

µ(An) ≤ µ(Cn) → µ(lim sup
n→∞

An)

.

.

.

2 1で、A := lim infn→∞ An = lim supn→∞ Anとおく。
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条件付確率

条件付確率

(Ω,F , µ): 確率空間
G, H (⊆ F): σ-集合体

.

A ∈ F の Gのもとでの条件付確率

.

.

.

. ..

.

.

Radon-Nikodymの定理から、各 G ∈ Gについて

µ(A ∩ G ) =

∫
G

fA(ω)µ(dω)

なる G上可測な fA : Ω → [0,∞)が存在∫
G (fA(ω) − hA(ω))µ(dω) = 0, G ∈ Gなる hAも条件付確率

.

G,Hは独立

.

.

.

. ..

.

.

各 A ∈ Hについて，fAが ω ∈ Ωによらず一定値 µ(A)をとる
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条件付確率

条件付確率 (続)

(例) G =< B1, B2, · · · >, µ(Bi ) > 0,
∪∞

i=1 Bi = Ω

各 G ∈ Gで µ(A ∩ G ) =
∑

Bi⊆G

µ(A ∩ Bi ) =
∑

Bi⊆G

µ(A ∩ Bi )

µ(Bi )
µ(Bi )

ω ∈ Bi =⇒ fA(ω) =
µ(A ∩ Bi )

µ(Bi )

特に、G = {Ω, {}, B, B}，0 < µ(B) < 1のとき、条件付確率は

µ(A|B) :=
µ(A ∩ B)

µ(B)

µ(A) =
µ(A ∩ B)

µ(B)
のとき A, B は独立
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確率変数

確率変数

(Ω,F , P): 確率空間

.

確率変数 X : Ω → R

.

.

.

. ..

.

.

F 上可測

{ω ∈ Ω|X (ω) ∈ D} ∈ F , D ∈ B

{ω ∈ Ω|X (ω) ≤ x} ∈ F , x ∈ R

{ω ∈ Ω|X (ω) < x} ∈ F , x ∈ R
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確率変数

確率変数 (続)

(例) Ω = {ω1, ω2}, F = {Ω, {}}
　
X (ω1) = x1 < x2 = X (ω2)なる x1, x2 ∈ Rが存在すれば、

{ω ∈ Ω | X (ω) ≤ x1} = {ω1}, {ω ∈ Ω | x1 < X (ω) ≤ x2} = {ω2}

　
F ⊇ {Ω, {ω1}, {ω2}, {}}となり、矛盾。したがって、X (ω1) = X (ω2)
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確率変数

離散確率変数

.

X は離散確率変数

.

.

.

. ..

.

.

X (Ω)が可算集合

F =< {ω ∈ Ω | X (ω) = x}|x ∈ X (Ω)} >

|X (Ω)| = m =⇒ |F| = 2m

PX (x): (X = x), x ∈ X (Ω)の確率
PXY (x , y): (X = x , Y = y), x ∈ X (Ω), y ∈ Y (Ω)の確率
PZ (z) > 0のとき

PX |Z (x |z) :=
PXZ (x , z)

PZ (z)
: Z (ω) = z のもとでの (X (ω) = x)の条件付確率

PXY |Z (x , y |z) :=
PXYZ (x , y , z)

PZ (z)
: Z (ω) = z のもとでの

(X (ω) = x ,Y (ω) = y)の条件付確率
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確率変数

確率変数の性質

.

命題 1.3

.

.

.

. ..

.

.

X , Y が確率変数であるとき

.

.

.

1 X + Y は確率変数。

.

.

.

2 任意の k ∈ Rについて，kX は確率変数。

.

.

.

3 XY は確率変数。

.

.

.

4 |X |は確率変数。

.

.

.

5 max{X , Y }は確率変数。

証明: テキスト参照 (13ページ)
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確率変数

確率変数の性質 (続)

A ⊆ Ω

.

Aの指示関数

.

.

.

. ..

.

.

IA(ω) =

{
1, ω ∈ A

0, ω ̸∈ A

.

命題 1.4

.

.

.

. ..

.

.

IAが確率変数 ⇐⇒ Aが事象

証明: (IA ≤ x) =


{}, x < 0

A, 0 ≤ x < 1
Ω, 1 ≤ x

A ∈ F ⇐⇒ A, Ω, {} ∈ F ⇐⇒ (IA ≤ x) ∈ F , x ∈ R
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