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あらまし

.

. .
1 集合

.

. .

2 σ-集合体

.
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.
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.

. .
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集合

集合

ωが集合 Aの要素であることを、ω ∈ Aとかく

.

集合 Aは集合 B の部分集合 (A ⊆ B)

.

.

.

. ..

.

.

ω ∈ A =⇒ ω ∈ B

.

集合 Aと集合 B は等しい (A = B)

.

.

.

. ..

.

.

A ⊆ B かつ A ⊇ B

.

集合 Aの補集合 Ā

.

.

.

. ..

.

.

ω ∈ A =⇒ ω ̸∈ Ā

.

集合 A, B の演算

.

.

.

. ..

.

.

和 A ∪ B、積 A ∩ B、差 A ∩ B̄ (A\B, A − B)

({Ai}n
i=1の和、積を ∪n

i=1Ai , ∩n
i=1Ai であらわす)
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集合

集合 (続)

.

集合 Aが空集合 A = ϕ (A = {})

.

.

.

. ..

.

.

各 ω ∈ Ωについて、ω ̸∈ A

.

集合 A, B は排他的

.

.

.

. ..

.

.

A ∩ B = ϕ

Q: 有理数全体

.

有限集合、可算集合、無限集合

.

.

.

. ..

.

.

.

.

.

1 有限集合は可算集合

.

.

.

2 Qは可算集合
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集合

集合列の極限

.

{An}∞n=1の上極限 (Anに無限回含まれる要素の集合)

.

.

.

. ..

.

.

lim sup
n→∞

An := ∩∞
n=1 ∪∞

j=n Aj

.

{An}∞n=1の下極限 (Anに有限回を除いて含まれる要素の集合)

.

.

.

. ..

.

.

lim inf
n→∞

An := ∪∞
n=1 ∩∞

j=n Aj

lim inf
n→∞

An ⊆ lim sup
n→∞

An

.

{Ai}n
i=1の極限 lim

n→∞
An

.

.

.

. ..

.

.

lim inf
n→∞

An = lim sup
n→∞

Anのときの両辺の値
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集合

単調増加と単調減少

.

.
.

1 A1 ⊆ A2 ⊆ · · · (単調増加) =⇒ lim inf
n→∞

An = lim sup
n→∞

An = ∪∞
n=1An

.

.

.

2 A1 ⊇ A2 ⊇ · · · (単調減少) =⇒ lim inf
n→∞

An = lim sup
n→∞

An = ∩∞
n=1An

An ↑ A {An}が単調増加で極限が A

An ↓ A {An}が単調減少で極限が A

lim
n→∞

an = aのとき、

an ↑ a {an}が単調増加 (a1 ≤ a2 ≤ · · · )で極限が a

an ↓ a {an}が単調減少 (a1 ≥ a2 ≥ · · · )で極限が a
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σ-集合体

σ-集合体

Ω: 全体集合

.

σ集合体の公理 (F が σ集合体)

.

.

.

. ..

.

.

.

.
.

1 A ∈ F =⇒ Ā ∈ F

.

.

.

2 A1, A2, · · · ∈ F =⇒ ∪∞
n=1An ∈ F

.

.

.

3 Ω ∈ F

.

σ集合体の性質

.

.

.

. ..

.

.

.

.

.

4 {} ∈ F

.

.

.

5 A1, A2, · · · ∈ F =⇒ ∩∞
n=1An ∈ F

.

.

.

6 A1, A2, · · · ∈ F =⇒ lim sup
n→∞

An ∈ F , lim inf
n→∞

An ∈ F
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σ-集合体

σ-集合体 (続)

証明:

.

. .
4 1,3より、4は明らか

.

.
.

5 1,2,1より、

A1, A2, · · · ∈ F =⇒ Ā1, Ā2, · · · ∈ F =⇒ ∩∞
n=1An = ∪∞

n=1Ān ∈ F
=⇒ ∩∞

n=1An ∈ F

.

.

.

6 A1, A2, · · · ∈ F のとき、2より Bn := ∪∞
j=nAj ∈ F、5より、

lim sup
n→∞

An = ∩∞
n=1 ∪∞

j=n Aj = ∩∞
n=1Bn ∈ F

5より、Cn := ∩∞
j=nAj ∈ F、2より、

lim inf
n→∞

An = ∪∞
n=1 ∩∞

j=n Aj = ∪∞
n=1Cn ∈ F
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σ-集合体

σ-集合体の生成元

(Ω,F): (全体集合,σ-集合体)

.

A1, A2, · · · ⊆ Ωが σ-集合体 F の生成元

.

.

.

. ..

.

.

{Ω, ϕ, A1, A2, · · · }に可算回の集合演算を施したものが F に一致

Ω = {ω1, ω2}

.

.

.

1 F = {Ω, ϕ}

.

.

.

2 F = {Ω, {ω1}, {ω2}, ϕ} =⇒ {ω1}も {ω2}も F の生成元。
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σ-集合体

RのBorel集合族

R: 実数全体

.

Rの Borel集合族

.

.

.

. ..

.

.

.

.

.

1 (a, b) ∈ B, a < b, a, b ∈ R

を生成元にもつ σ-集合体

.

.

.

2 {a} ∈ B, a ∈ R

.

.

.

3 [a, b] ∈ B, (a, b] ∈ B, [a, b) ∈ B, a < b, a, b ∈ R

.

.

.

4 [a,∞), (a,∞), (−∞, b], (−∞, b), a, b ∈ R
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σ-集合体

RのBorel集合族 (続)

証明:

.

. .
2 1より、各 n ≥ 1で、Mn := (a − 1/n, a + 1/n) ∈ B。そして、

x ̸= a =⇒ x ̸∈ ∩∞
n=1Mn

実際、ϵ := |x − a| > 0とおくと、{
a < x , n > 1/ϵ =⇒ a + 1/n < x
x < a, n ≥ 1/ϵ =⇒ x ≤ a − 1/n,

a ∈ ∩∞
n=1Mnも成立。σ集合体の性質 5から、{a} = ∩∞

n=1Mn ∈ B。

.

.

.

3 (a, b)と {a}, {b}との和をとって、[a, b] ∈ B, (a, b] ∈ B, [a, b) ∈ B。

.

.

.

4 Mn := [a, n] ∈ Bとおくと、σ集合体の公理 2より、
[a,∞) = ∪∞

n=1Mn ∈ B。同様に、

(a,∞), (−∞, b], (−∞, b), a, b ∈ R
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σ-集合体

RのBorel集合族 (続)

.

Borel集合族: Rの区間で生成される σ-集合体

.

.

.

. ..

.

.

(a, b) ∈ B, a < b, a, b ∈ R を生成元にもつ σ-集合体
[a, b] ∈ B, a < b, a, b ∈ Rを生成元にもつ σ-集合体
[a,∞) ∈ B, a ∈ Rを生成元にもつ σ-集合体
(−∞, b] ∈ B, b ∈ Rを生成元にもつ σ-集合体
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σ-集合体上の測度

σ-集合体上の加法的集合関数

(Ω,F): (全体集合, σ-集合体)

.

µ : F → Rが加法的集合関数

.

.

.

. ..

.

.

互いに排他的な A1, A2, · · · ∈ F に対して、

µ(∪∞
n=1An) =

∞∑
n=1

µ(An)

µ : F → R 有界な加法的集合関数
A ∈ F
A1, A2 · · · ,∈ F

.

命題 1.1

.

.

.

. ..

.

.

.

.

.

1 An ↑ A =⇒ µ(An) ↑ µ(A)

.

.

.

2 An ↓ A =⇒ µ(An) ↓ µ(A)
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σ-集合体上の測度

σ-集合体上の加法的集合関数 (続)

証明:

.

. .
1 B1 := A1, Bn := An − ∪n−1

k=1Ak , n = 2, 3, · · ·
{Bn}∞n=1は排他的であり、A = ∪∞

k=1Bk , An = ∪n
k=1Bk

µ(A) =
∞∑

n=1

µ(Bn) = lim
n→∞

n∑
k=1

µ(Bk) = lim
n→∞

µ(∪n
k=1Bk) = lim

n→∞
µ(An)

.

.

.

2 µ(Ω) < ∞, µ(A) < ∞より、

An ↓ A =⇒ An ↑ A

=⇒ µ(Ω) − µ(An) = µ(An) ↑ µ(A) = µ(Ω) − µ(A)

=⇒ µ(An) ↓ µ(A)
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σ-集合体上の測度

σ-集合体上の測度

(Ω,F): (全体集合, σ-集合体)
µ : F → R: 加法的集合関数

.

µが測度

.

.

.

. ..

.

.

.

.

.

1 各 A ∈ F に対して、µ(A) ≥ 0

.

.

.

2 µ({}) = 0

A, B ⊆ Ω

A ⊆ B =⇒ µ(A) ≤ µ(A) + µ(B − A) = µ(A ∪ (B − A)) = µ(B)
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σ-集合体上の測度

Lesbesgue測度

λ : B → R 測度

.

λが Lesbesgue測度

.

.

.

. ..

.

.

λ([a, b]) = b − a, a ≤ b, a, b ∈ R

.

.

.

1 λ([a, b]) = λ([a, b)) = λ((a, b]) = λ((a, b)) = b − a

.

.

.

2 λ({a}) = 0, a ∈ R

.

.

.

3 A ⊆ Rが可算集合=⇒ λ(A) = 0

.

.

.

4 λ(Q) = 0

λ([a, b]) − λ([a, b)) > ϵ ≥ 1/n > 0

=⇒ λ([a, b)) = λ([a, b − 1

n
]) + λ((b − 1

n
, b))

≥ b − a − 1

n
≥ λ([a, b]) − ϵ > λ([a, b))
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σ-集合体上の測度

Cantor関数

Ω = [0, 1)

Ai ,j := [(3i + 1)3−j , (3i + 2)3−j) ∈ B, i = 0, 1, · · · , 3j−1 − 1, j = 1, 2, · · ·

A := Ω − ∪∞
j=1 ∪3j−1−1

i=0 Ai ,j ∈ B

An := Ω − ∪n
j=1 ∪3j−1−1

i=0 Ai ,j , n ≥ 1 , A0 = Ω

λ(An) =
2

3
λ(An−1) = (

2

3
)n

.

集合 Aの各要素

.

.

.

. ..

.

.

“0”,“1”,“2”で表現したときに小数点以下に “1”が出現しない
Aは可算集合ではないが、λ(A) = 0
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σ-集合体上の Lebesgue 積分

σ-集合体上可測な関数

(Ω,F): (全体集合, σ-集合体)

.

g : Ω → Rが F 上可測

.

.

.

. ..

.

.

D ∈ B =⇒ {ω ∈ Ω|g(ω) ∈ D} ∈ F

例: Ω = {ω1, ω2}, F1 = {Ω, ϕ, {ω1}, {ω2}} F2 = {Ω, ϕ}

g1 :

{
ω1 7→ 1
ω2 7→ 2

は、F1上可測、F2上可測ではない

g2 : Ω → {1}は、F1上、F2上ともに可測
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σ-集合体上の Lebesgue 積分

σ-集合体上の Lebesgue積分

(Ω,F): (全体集合, σ-集合体)
{Ai}: Ai ∈ F , ∪iAi = A ⊆ Ω, Ai ∩ Aj = ϕ (i ̸= j)
g : Ω → R: F 上可測

g+(ω) :=

{
g(ω) g(ω) > 0
0 g(ω) < 0

, g−(ω) :=

{
−g(ω) g(ω) < 0
0 g(ω) > 0

ν: 測度

.

g が νに関して積分可能

.

.

.

. ..

. .

I+ := sup
{Ai}

∑
i

[ inf
ω∈Ai

g+(ω)]ν(Ai ) < ∞

I− := sup
{Ai}

∑
i

[ inf
ω∈Ai

g−(ω)]ν(Ai ) < ∞

.

g の Aにおける νに関して積分 (
∫
A gdν)

.

.

.

. ..

.

.

I+ − I−
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絶対連続性と Radon-Nikodym の定理

絶対連続性

(Ω,F): (全体集合, σ-集合体)

.

測度 νが σ-有限

.

.

.

. ..

.

.

Ω = ∪∞
i=1Ai , ν(Ai ) < ∞なる {Ai}∞i=1が存在

ν, µ: σ-有限な F 上の測度

.

µは νに関して絶対連続 (µ << ν)

.

.

.

. ..

.

.

ν(A) = 0 =⇒ µ(A) = 0
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絶対連続性と Radon-Nikodym の定理

Radon-Nikodimの定理

(Ω,F): (全体集合, σ-集合体)
ν, µ: σ-有限な F 上の測度で、µ << ν

.

定理 1.1 (Radon-Nikodimの定理)

.

.

.

. ..

.

.

各 A ∈ F について、µ(A) =
∫
A fdνとなる F 上可測な関数

dµ

dν
(ω) := f (ω) ≥ 0 , ω ∈ Ω

が存在し、ν-測度 0の点を除いて一意
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絶対連続性と Radon-Nikodym の定理

Radon-Nikodymの定理の適用例

Ω = {ω1, ω2}
f : F = {Ω, ϕ, {ω1}, {ω2}}上可測

µ({ω1}) =

∫
{ω1}

fdν = f (ω1)ν({ω1})

µ({ω2}) =

∫
{ω2}

fdν = f (ω2)ν({ω2})

f : ωi 7→ µ({ωi})/ν({ωi}) , i = 1, 2

ν({ωi}) = 0であれば、f (ωi )は一意ではない
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絶対連続性と Radon-Nikodym の定理

Radon-Nikodymの定理の系

.

系 1.1

.

.

.

. ..

.

.

ν1 << ν2 << ν3のとき、ν3測度 0の点を除いて、
dν1

dν3
=

dν1

dν2
· dν2

dν3
。さらに ν2 << ν1のとき、

dν2

dν1
= 1/

dν1

dν2

証明:
dν1

dν2
= f ,

dν2

dν3
= g であれば、{Ai ,j}を {Ai}の分割として、

ν1 =

∫
fdν2 = sup

{Ai}

∑
i

[ inf
ω∈Ai

f (ω)]ν2(Ai )

= sup
{Ai}

∑
i

[ inf
ω∈Ai

f (ω)]{ sup
{Ai,j}

∑
j

[ inf
ω∈Ai,j

g(ω)]ν1(Ai ,j)}

= sup
{Ai}

sup
Ai,j

∑
i ,j

[ inf
ω∈Ai

f (ω)][ inf
ω∈Ai,j

g(ω)]ν1(Ai ,j)

= sup
{Ai,j}

∑
i ,j

[ inf
ω∈Ai,j

f (ω)g(ω)]ν1(Ai ,j) =

∫
fgdν3
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