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2変数の陰関数定理

.

定義 (f (x , y)で定義された陰関数)

.

.

.

. ..

.

.

各 x についての f (x , y)の解 (一般に複数)

例: f (x , y) := x2 + y2 − 1 = 0 (−1 ≤ x ≤ 1)

y = ±
√

1 − x2

のそれぞれを陰関数の分枝とよぶ。

y =
√

1 − x2 =⇒ dy

dx
=

−x√
1 − x2

= −x

y

y = −
√

1 − x2 =⇒ dy

dx
= − −x√

1 − x2
= −x

y

fx + fy
dy

dx
= 2x + 2y

dy

dx
= 0 ,

dy

dx
= − fx

fy
= −x

y
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2変数の陰関数定理 (続)
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定理 (陰関数定理, その 1)
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f (x , y): C1-関数
f (a, b) = 0, fy (a, b) ̸= 0のとき、
x = aの近傍で、 {

f (x , φ(x)) ≡ 0
φ(a) = b

なる C1-関数 φがただひとつ存在して、

φ′(x) = − fx(x , φ(x))

fy (x , φ(x))
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2変数の陰関数定理 (続)

例: f (x , y): C1-関数
曲線 f (x , y) = 0上の (a, b)での接線の方程式は、
fx(a, b)2 + fy (a, b)2 ̸= 0のとき、

fx(a, b)(x − a) + fy (a, b)(y − b) = 0

実際、fy (a, b) ̸= 0であれば、(a, b)の近傍で y = φ(x)

φ′(a) = −fx(a, b)/fy (a, b)

接線の方程式: y − b = − fx(a, b)

fy (a, b)
(x − a)

fx(a, b) ̸= 0であれば、(a, b)の近傍で x = ϕ(y)

ϕ′(b) = −fy (a, b)/fx(a, b)

接線の方程式: x − a = − fy (a, b)

fx(a, b)
(y − b)
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f (x1, · · · , xn, y): C1-関数,
f (a1, · · · , an, b) = 0, fy (a1, · · · , an, b) ̸= 0のとき
(x1, · · · , xn) = (a1, · · · , an)の近傍で、{

f (x1, · · · , xn, φ(x1, · · · , xn)) ≡ 0
φ(a1, · · · , an) = b

なる C1-関数 φがただひとつ存在して、各 i = 1, · · · , nで

∂φ

∂xi
= − fxi (x1, · · · , xn, φ(x1, · · · , xn))

fy (x1, · · · , xn, φ(x1, · · · , xn))
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n + 1変数の陰関数定理 (続)

例: f (x , y , z): C1-関数
曲線 f (x , y , z) = 0上の (a, b, c)での接線の方程式は、
fx(a, b, c)2 + fy (a, b, c)2 + fz(a, b, c)2 ̸= 0のとき、

fx(a, b, c)(x − a) + fy (a, b, c)(y − b) + fz(a, b, v)(z − c) = 0

実際、fz(a, b, c) ̸= 0であれば、(a, b, c)の近傍で z = φ(x , y)

φx(a, b) = −fx(a, b, c)/fz(a, b, c)

φy (a, b) = −fy (a, b, c)/fz(a, b, c)

z − c = φx(a, b)(x − a) + φy (a, b)(y − b) (p.146)より、

接線の方程式: z − c = − fx(a, b, c)

fz(a, b, c)
(x − a) − fy (a, b, c)

fz(a, b, c)
(y − a)

fx(a, b, c) ̸= 0, fy (a, b, c) ̸= 0のときも同様。
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fi (x1, · · · , xn, y1, · · · , yp), i = 1, · · · , p: C1-関数,
P = (a1, · · · , an, b1, · · · , bp), fi (P) = 0, i = 1, · · · , p
∂fi
∂yj

|P を (i , j)-成分とする正方行列の行列式が 0でないとき、

(x1, · · · , xn) = (a1, · · · , an)の近傍で、{
fi (x1, · · · , xn, φ1(x1, · · · , xn), · · · , φp(x1, · · · , xn)) ≡ 0
φi (a1, · · · , an) = bi

なる C1-関数 φがただひとつ存在して、dφi =
n∑

j=1

∂φi

∂xj
dxj は

連立方程式
n∑

j=1

∂fk
∂xj

dxj +

p∑
i=1

∂fk
∂yi

dφi = 0, k = 1, · · · , p の解
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全微分 z = f (x , y)について、x の増分が dx, y の増分が dz のと
き、dz = fx(x , y)dx + fy (x , y)dy

W : Rnの領域
F : W → Rn, C1-写像 (x1, · · · , xn) 7→ (y1, · · · , yn)

.

定義 (F のヤコビアン JF )

.

.

.

. ..

.

.

F のヤコビ行列 dF の行列式

dF =

 ∂y1
∂x1

· · · ∂y1
∂xn

· · · · · · · · ·
∂yn

∂x1
· · · ∂yn

∂xn

 , JF =

∣∣∣∣∣∣∣
∂y1
∂x1

· · · ∂y1
∂xn

· · · · · · · · ·
∂yn

∂x1
· · · ∂yn

∂xn

∣∣∣∣∣∣∣
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逆写像定理

W : Rnの領域
F : W → Rn: C1-写像

.

定理 (逆写像定理)

.

.

.

. ..

.

.

P ∈ W で JF (P) ̸= 0のとき、
P ∈ U, F (P) ∈ V なる領域 U, V が存在して、

.

.

.

1 F : U → V は、1対 1

.

.

.

2 F−1 : V → U は、C1-写像

d(F−1) = (dF )−1
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例: x := u2 − v2, y := uv , z := u2 + v2 ((u, v) ̸= (0, 0))のとき、

dF =

[ ∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

]
=

[
2u −2v
v u

]
JF = 2(u2 + v2) ̸= 0と逆写像定理より、u = u(x , y), v = v(x , y)[

∂u
∂x

∂u
∂y

∂v
∂x

∂v
∂y

]
= d(F−1) = (dF )−1 =

1

2(u2 + v2)

[
u 2v
−v 2u

]

[
∂z
∂x

∂z
∂y

]
= [

∂z

∂u
,
∂z

∂v
]

[
∂u
∂x

∂u
∂y

∂v
∂x

∂v
∂y

]

= [2u, 2v ]
1

2(u2 + v2)

[
u 2v
−v 2u

]
=

[
u2 − v2

u2 + v2

4uv

u2 + v2

]
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