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限: 右極限
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関数の極限: 定義

.

定義 (x → aでの f (x)の極限値, limx→a f (x) = A)

.

.

.

. ..

. .

任意の ϵ > 0に対して、

0 < |x − a| < δ =⇒ |f (x) − A| < ϵ

なる δ = δ(ϵ)が存在する

　
例: f (x) = x → 0 (x → 0):
|x − 0| < δ(ϵ) := ϵで、|f (x) − 0| = |x | < ϵ
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限: 右極限
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定理

.

.

.

. ..

.

.

f (x) → A, g(x) → B のとき、c ∈ Rとして、
f (x) ± g(x), c · f (x), f (x) · g(x)が収束し、

.

.

.

1 lim(f (x) ± g(x)) = lim f (x) ± lim g(x)

.

.

.

2 lim(c · f (x)) = c · lim f (x)

.

.

.

3 lim(f (x) · g(x)) = lim f (x) · lim g(x)

g(x) ̸= 0, lim g(x) ̸= 0のとき、f (x)/g(x)が収束し、

.

.

.

4 lim(f (x)/g(x)) = lim f (x)/ lim g(x)
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限: 右極限
と左極限
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証明:

.

.
.

1 任意の ϵ > 0について、0 < |x − a| < δで

|f (x) − A| <
ϵ

2
, |g(x) − B| <

ϵ

2

なる δ = δ(ϵ)が存在する。
したがって、任意の ϵ > 0について、0 < |x − a| < δ(ϵ)で

|(f (x) ± g(x)) − (A ± B)| ≤ |f (x) − A| + |g(x) − B|

≤ ϵ

2
+

ϵ

2
= ϵ
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.

.
.

2 c = 0であれば自明。c ̸= 0を仮定すると、
任意の ϵ > 0について、0 < |x − a| < δで

|f (x) − A| <
ϵ

|c|

なる δ = δ(ϵ)が存在する。
任意の ϵ > 0について、0 < |x − a| < δ(ϵ)で

|cf (x) − cA| = |c ||f (x) − A| < |c | ϵ

|c |
= ϵ
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関数の極限: 加減乗除 (続)

.

. . 3 任意の ϵ > 0について、0 < |x − a| < δで

|f (x) − A| <
ϵ

ϵ + |A| + |B|
, |g(x) − B| <

ϵ

ϵ + |A| + |B|

なる δ = δ(ϵ)が存在する。
任意の ϵ > 0について、0 < |x − a| < δ(ϵ)で

|f (x)g(x) − AB|

< |(A +
ϵ

ϵ + |A| + |B|
)(B +

ϵ

ϵ + |A| + |B|
) − AB|

= |ϵ(ϵ + A + B)

ϵ + |A| + |B|
| ≤ ϵ
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.

4 lim f (x)g(x) = AB より、lim
1

g(x)
=

1

B
を示せば十分。

0 < |x − a| < δ0 =⇒ |g(x)| > |B|/2

となる δ0が存在する。実際、任意の ϵ > 0で
|x − a| < δ0(ϵ) =⇒ |g(x) − B| < ϵより、

||g(x)| − |B|| < |g(x) − B| < |B|/2

となる δ0が存在する。
他方、任意の ϵ > 0について、0 < |x − a| < δ1で

|g(x) − B| <
|B|2

2
ϵ

なる δ1 = δ1(ϵ)が存在する。
任意の ϵ > 0について、0 < |x − a| < δ(ϵ) := min{δ0, δ1(ϵ)}

| 1

g(x)
− 1

B
| <

|g(x) − B|
|g(x)||B|

<
ϵ|B|2/2

|B||B|/2
= ϵ
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. ..

.

.

lim
x→a

f (x) = A, lim
x→a

g(x) = B,

0 < |x − a| < δで f (x) ≤ h(x) ≤ g(x)なる δ > 0が存在
=⇒ limx→a h(x) = A

証明: 任意の ϵ > 0について、

0 < |x − a| < δ0 =⇒ |f (x) − A| < ϵ, |g(x) − A| < ϵ

なる δ0 = δ0(ϵ)が存在する。

0 < |x − a| < δ =⇒ f (x) ≤ h(x) ≤ g(x)

より、|x − a| < min{δ0(ϵ), δ}で

A − ϵ ≤ f (x) ≤ h(x) ≤ g(x) < A + ϵ
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例 1.4

x → 0で、
x → 0 , x2 = x · x → 0

3 + 2x → 3 , 5 − 4x2 → 5

3x2 + 2x2

5x2 − 4x4
=

3 + 2x

5 − 4x2
→ 3

5
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例 1.5

a > 0
任意の ϵ > 0に対して、0 < |x − a| < δ(ϵ) :=

√
aϵで、

|
√

x −
√

a| =
|x − a|√
x +

√
a

<
δ√
a

= ϵ

したがって、
√

x →
√

a (x → a)
　
x → 0で、

1 + x → 1 , 1 − x → 1
√

1 + x → 1 ,
√

1 − x → 1

x√
1 + x −

√
1 − x

=

√
1 + x +

√
1 − x

2
→ 1
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0 ≤ |x sin
1

x
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x → 0で、

x sin
1

x
→ 0
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x → 0で、
sin x

x
→ 1

　
証明: 各自テキストを読む
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関数が収束すれば、その周りで有界

.

定理

.

.

.

. ..

.

.

f (x)が x → aで収束
=⇒ 「0 < |x − a| < δ =⇒ |f (x)| < M
となるM > 0と δ > 0が存在」

証明: f (x) → Aであれば、任意の ϵ > 0について、
0 < |x − a| < δ(ϵ)で |f (x) − A| < ϵ

|f (x)| − |A| ≤ |f (x) − A| < ϵ

となる。M := |A| + ϵ, δ := δ(ϵ)とおく。
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関数の極
限: 右極限
と左極限

数列の極限との関係

.

定理

.

.

.

. ..

.

.

f (x) → A (x → a)
⇐⇒ 「xn → a (n → ∞), xn ̸= a を満足する任意の数列 {xn}で
f (xn) → A (n → ∞) 」

　
証明: 演習問題で各自
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と左極限

関数についてのコーシーの収束条件

.

定理

.

.

.

. ..

.

.

「f (x)が x → aで収束」
⇐⇒
「任意の ϵ > 0について、

0 < |x − a| < δ, 0 < |t − a| < δ =⇒ |f (x) − f (t)| < ϵ

なる δ = δ(ϵ)が存在」

　
証明: 演習問題で各自
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.

定義 (f (x)が+∞に発散, f (x) → +∞)

.

.

.

. ..

.

.

任意のM > 0について

0 < |x − a| < δ =⇒ f (x) > M

なる δ = δ(M)が存在する

.

定義 (f (x)が−∞に発散, f (x) → −∞)

.

.

.

. ..

.

.

任意のM < 0について

0 < |x − a| < δ =⇒ f (x) < M

なる δ = δ(M)が存在する
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関数の極限: 右極限と左極限

.

定義 (x → aでの f (x)の右からの極限値, limx→a+0 f (x) = A)

.

.

.

. ..

.

.

任意の ϵ > 0に対して、

0 < x − a < δ =⇒ |f (x) − A| < ϵ

となる δ = δ(ϵ)が存在する

.

定義 (x → aでの f (x)の左からの極限値, limx→a+0 f (x) = A)

.

.

.

. ..

.

.

任意の ϵ > 0に対して、

0 < a − x < δ =⇒ |f (x) − A| < ϵ

となる δ = δ(ϵ)が存在する
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関数につい
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関数の極
限: 右極限
と左極限

関数の極限: 右極限と左極限 (続)

右からの極限と左からの極限は、一般には一致しない。
例:

f (x) =

{
1, x > 0

−1, x < 0

lim
x→0+0

= 1 ̸= −1 = lim
x→0−0
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すれば、そ
の周りで
有界
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関数につい
てのコー
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条件

関数の極
限: 右極限
と左極限

関数の極限: 右極限と左極限 (続)

.

極限が存在

.

.

.

. ..

.

.

右からの極限と左からの極限が存在して等しい

{
0 < x − a < δ1(ϵ) =⇒ |f (x) − A| < ϵ
0 < a − x < δ2(ϵ) =⇒ |f (x) − A| < ϵ

が成立すれば、δ(ϵ) := min{δ1(ϵ), δ1(ϵ)}で、

0 < |x − a| < δ(ϵ) =⇒ |f (x) − A| < ϵ

逆にこれが成立すれば、{
0 < x − a < δ(ϵ) =⇒ |f (x) − A| < ϵ
0 < a − x < δ(ϵ) =⇒ |f (x) − A| < ϵ
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目次

関数の極
限: 定義

関数の極
限: 加減
乗除

関数の極
限: はさみ
うち

例 1.4

例 1.5

例 1.6

例 1.7

関数が収束
すれば、そ
の周りで
有界

数列の極限
との関係

関数につい
てのコー
シーの収束
条件

関数の極
限: 右極限
と左極限

関数の極限: 定義 (続)

.

定義 (f (x) → A (x → +∞), f (x) → +∞)

.

.

.

. ..

.

.

任意の ϵ > 0について

M < x =⇒ |f (x) − A| < ϵ

なるM = M(ϵ) > 0が存在する

.

定義 (f (x) → A (x → −∞), f (x) → +∞)

.

.

.

. ..

.

.

任意の ϵ > 0について

x < M =⇒ |f (x) − A| < ϵ

なるM = M(ϵ) < 0が存在する
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